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Глава 1.
Вводная часть.

1. Описание задачи в общем виде.

Антенна в виде тонкого замкнутого контура излучает на плоско-
сти. Задано распределение поля на этом контуре. Требуется найти рас-
пределение поля на плоскости снаружи контура. Оно должно удовле-
творять краевому условию на границе антенны и уравнению Гельмголь-
ца:

�E + k2E = 0 (1.1.1)
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Так как это задача об излучении на плоскости, то используем дву-
мерные условия излучения Зоммерфельда:

u(r) = O
(

1√
r

)
, ∂u(r)

∂r
− iku(r) = o

(
1√
r

)
, r → ∞ (1.1.2)

Для решения этой задачи далее будут использоваться три метода:

1) аналитическое решение в простом случае (контур в виде окружно-
сти);

2) численное решение точного уравнения на плоскости методом Гаусса-
Зейделя;

3) решение параболического уравнения Малюжинца.

1. Аналитическое решение для случая контура в виде окружно-
сти.

�E + k2E = 0;E(r = a, φ) = E0(φ) (1.2.1)
Запишем уравнение Гельмгольца в полярных координатах:
1
r
∂
∂r

(
r ∂E
∂r

)
+ 1

r2
∂2E
∂φ2 + k2E = 0 (1.2.2)

Разложим поле в ряд Фурье: E(r, φ) =
∑∞

n=−∞An(r)e
inφ (1.2.3)

Подставив ряд в уравнение, можно получить дифференциальные
уравнения для каждого члена ряда:

A//
n +

1
r
A

/
n +

(
k2 − n2

r2

)
An = 0; An(r) = CnH

(1)
n (kr) (1.2.4)

Константы находятся из граничных условий. Если задача доста-
точно проста, то их нахождение не составляет труда. H(1)

n (kr) – функции
Ганкеля первого рода. Упрощённая асимптотика:

H
(1)
n (kr) ∼

√
2
πkr
e
i
4
(4kr−2πn−π), |kr| → ∞, −π < arg(kr) < 2π (1.2.5)

Асимптотика Дебая:

H
(1)
n (kr) ∼

√
2/πe−πi/4

((kr)2−n2)1/4
e
i
(√

(kr)2−n2−n∗arccos n
kr

)
; kr ≫ 1, n < kr (1.2.6)

2. Способ численного решения точного уравнения.

Зададим форму контура уравнением в полярных координатах, вы-
брав центр внутри области, ограниченной контуром. Тогда данная за-
дача будет математически формулироваться следующим образом:

�E + k2E = 0; r ≥ ρ(φ) > 0; 0 ≤ φ ≤ 2π; E (ρ(φ), φ) = E0(φ) (1.3.1)
Кроме того, для излучающей антенны следует наложить условия

излучения Зоммерфельда на бесконечности:
E = O

(
1√
r

)
, limr→∞

[√
r
(
∂E
∂r

− ikE
)]

= 0 (1.3.2)
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Иначе их можно сформулировать так: при стремлении расстояния
до антенны к бесконечности поле приближённо может быть описано
функцией вида:

E(r → ∞, φ) = E∞(φ)√
r
eikr (1.3.3)

Вводим новую функцию u и переменную t такие, что:
E = u√

r
; t = r

ρ(φ)
(1.3.4)

Тогда:
∂E
∂r

= ∂
∂r

(
u√
r

)
= ∂u

∂r
1√
r
− 1

2
u
r
√
r
; ∂2E

∂r2
= ∂2u

∂r2
1√
r
− 1

r
√
r
∂u
∂r

+ 3
4

u
r2

√
r
(1.3.5)

�E = 1√
r

(
∂2u
∂r2

+ u
4r2

+ 1
r2
∂2u
∂φ2

)
; ∂2u
∂r2

+ u
4r2

+ 1
r2
∂2u
∂φ2 + k2u = 0 (1.3.6)

∂2u
∂t2

+ u
4t2

+ 1
t2
∂2u
∂φ2 + k2u • ρ2(φ) = 0; u0(φ) =

E0(φ)√
ρ(φ)

(1.3.7)

Обозначим F (t, φ) = k2ρ2(φ)+ 1
4t2
. Тогда исходная задача может быть

переписана в виде:
∂2u
∂t2

+ 1
t2
∂2u
∂φ2 + F (t, φ)u = 0; u(1, φ) = u0(φ); t ≥ 1; 0 ≤ φ ≤ 2π (1.3.8)

u = O(1), limr→∞
[
∂u
∂r

− iku
]
= 0 (1.3.9)

Это уравнение в частных производных второго порядка является
эллиптическим уравнением с граничными условиями на прямоуголь-
нике с двумя склеенными сторонами. Его удобно решать на прямоуголь-
ной сетке с помощью решения системы линейных уравнений, состав-
ленной из уравнений разностной схемы и граничных условий. Посколь-
ку такая система линейных уравнений имеет очень сильно разрежен-
ную матрицу, то удобнее всего искать решение с помощью релаксаци-
онного метода Гаусса-Зейделя.

Этот метод состоит в следующем. Пусть дана система линейных
уравнений:

A−→x =
−→
b ;A = ∥akm∥ ; k,m = 0, 1 . . . size− 1 (1.3.10)

Тогда формула для k-й итерации имеет вид:
x
(k+1)
p = ω

∑p−1
j=0 cpjx

(k+1)
j + ω

∑size−1
j=p+1 cpjx

(k)
j + ωdp + (1− ω)x

(k)
p (1.3.11)

0 < ω < 2; cpj = − apj
app

; dp =
bp
app

; p = 0, 1 . . . size− 1 (1.3.12)
Варьируя значение параметра релаксации ω, можно найти его

значения, при которых наблюдается наибольшая скорость сходимости.
Введём сетку по j=0,1,…J, n=0,1,…N, где:
φ(j) = 2πj

J
; t(n) = 1 + n

N
(R− 1);R = const≫ 1 (1.3.13)

unj+1−2unj +u
n
j−1

dφ2•(1+ n
N
(R−1))

2 +
un+1
j −2unj +u

n−1
j

dt2
+ unj •

(
1

4•(1+ n
N
(R−1))

2 + k2ρ2
(
2πj
J

))
= 0 (1.3.14)

u0j = u0
(
2πj
J

)
; uNj = uN−1

j •
(
1 + i • dt • k • ρ

(
2πj
J

))
(1.3.15)

Тогда:
size = (J + 1) ∗ (N + 1); n = (p)div(J + 1); j = (p)mod(J + 1) (1.3.16)
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dt = R−1
N

; dφ = 2π
J
; p(j, n) = (J + 1) ∗ n+ j (1.3.17)

F (p[j, n]) = 1

4(1+ n
N
(R−1))

2 + k2ρ2
(
2πj
J

)
(1.3.18)

k1 (p[j, n]) =
1

dφ2•t2(n) ; k2 (p[j, n]) =
1
dt2

; k0 (p[j, n]) = F (p[j, n])−2k1−2k2 (1.3.19)
При n=0:
u0j = u0

(
2πj
J

) ⇒
j, n→ pxp = u0

(
2πp
J

)
; ap,p = 1; bp = u0

(
2πp
J

)
(1.3.20)

При n=1,…N-1 возможны три случая:

1) j=1,…J-1; ap,p = k0(p); ap,p±1 = k1(p); ap,p±(J+1) = k2(p) (1.3.21)

2) j=0; ap,p = k0(p); ap,p+1 = ap,p+J−1 = k1(p); ap,p±(J+1) = k2(p) (1.3.22)

3) j=J; ap,p = k0(p); ap,p+1 = ap,p+1−J = k1(p); ap,p±(J+1) = k2(p) (1.3.23)

При n=N записываем условие Зоммерфельда:
ap,p = 1; ap,p−(J+1) = −

(
1 + i • dt • k • ρ

(
2πj
J

))
(1.3.24)

Все остальные элементы матрицы А и вектора b, которые не опре-
делены выше, равны нулю. Для расчётов удобно задавать матрицу А в
виде четырёхмерной матрицы, а вектора b и x в виде двумерных матриц.

1. Решение параболического уравнения Малюжинца.

Рассматриваем плоский контур, заданный параметрическими урав-
нениями x=x(t) и y=y(t). Перейдём от параметрических уравнений к на-
туральному уравнению кривой.

kt(t) =
|ẋÿ−ẏẍ|

(ẋ2+ẏ2)3/2
; s(t) =

∫ t
0
(ẋ2 + ẏ2)

1/2
dt (1.4.1)

Функцию t(s) проще всего найти с помощью интегрирования диф-
ференциального уравнения по следующей схеме Рунге-Кутты:

t(s+ �s) = t(s) + �s
6
(f1 [t(s)] + 2f2 [t(s)] + 2f3 [t(s)] + f4 [t(s)]) (1.4.2)

f1 [t(s)] =
1

(ẋ(t)2+ẏ(t)2)
1/2 (1.4.3)

f2 [t(s)] = f1
[
t(s) + �s

2
f1 [t(s)]

]
(1.4.4)

f3 [t(s)] = f1
[
t(s) + �s

2
f2 [t(s)]

]
(1.4.5)

f4 [t(s)] = f1 [t(s) + �sf3 [t(s)]] (1.4.6)
В итоге получаем натуральное уравнение кривой:
k = k(s) = kt (t[s]) (1.4.7)
На рисунке 1 изображён этот плоский контур. Начало координат

О расположено на нём. Произвольная рассматриваемая точка Р нахо-
дятся на некотором удалении от контура из точки S в направлении нор-
мали к контуру. Пусть s – координата по контуру тела, ξ – координата
по нормали к контуру. Физический смысл этих координат заключает-
ся в том, что ξ нумерует разные волновые фронты, а s нумерует точки
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в пределах одного волнового фронта. Это значит, что радиус-вектор −→
точки Р равен:

−→r (ξ, s) = −→a (s) + ξ • −→n (s) (1.4.8)
Здесь −→a (s) – радиус-вектор −→

S точки S, −→n (s) – вектор нормали к кон-
туру. Также на рисунке −→τ (s) – касательный вектор к контуру. Запишем
формулы Френе-Серре:

−→τ (s) = d−→a (s)
ds

,
d−→τ (s)
ds

= −
−→n (s)
ρ(s)

d−→n (s)
ds

=
−→τ (s)
ρ(s)

;

, (1.4.9)

ρ(s) – радиус кривизны контура.
S

−→τ

O
P

−→n

1. Координаты Малюжинца.

Исходя из этих соотношений, можно записать коэффициенты Ла-
ме:

hξ =
∣∣∣∂−→r (ξ,s)∂ξ

∣∣∣ = 1; hs =
∣∣∣∂−→r (ξ,s)∂s

∣∣∣ = 1 + ξ
ρ(s)

= hs(ξ, s) (1.4.10)
Рассматриваем поле Е в виде: E = u∗eikξ. Такое представление наи-

более адекватно случаю дальней зоны, хотя им можно успешно пользо-
ваться и в ближней зоне. Параболическое уравнение Малюжинца име-
ет вид:

ik
(
2∂u
∂ξ

+ u
hs

∂hs
∂ξ

)
+ 1

hs
∂
∂s

(
1
hs

∂u
∂s

)
= 0; u(0, s) = u0(s) (1.4.11)

Оно получено подстановкой новых переменных в уравнение Гельм-
гольца �E + k2E = 0, и отбрасыванием члена, содержащего вторую про-
изводную по ξ.

Вводим новую переменную:
σ =

∫ s
0
hs

(
ξ, s/

)
ds/ = s+ ξ ∗ γ(s); γ(s) =

∫ s
0

1

ρ(s/)
ds/ (1.4.12)

σ является эффективной длиной на контуре, отстоящем парал-
лельно контуру тела, находящемся вдали от тела.

γ(s) - угол, на который поворачивается касательная к контуру при
обходе вдоль контура от 0 до s.

Вводим новые функции:

5



(ξ, σ) = γ (s(ξ, σ)) ;R(ξ, σ) = ρ (s(ξ, σ)) ;U(ξ, σ) = u(ξ, s) (1.4.13)
Тогда:
ik

(
2∂U
∂ξ

+ 2∂U
∂σ

+ U
R+ξ

)
+ ∂2U

∂σ2 = 0;U(ξ, σ) = V (ξ, σ)e−ik
∫ σ
0 (ξ,σ/)dσ/ (1.4.14)

Для функции V:{
2ik ∂V

∂ξ
+ ∂2V

∂σ2 = 0, 0 ≤ σ ≤ L+ ξγ(L), ξ ≥ 0,

V (0, σ) = u0(σ)e
ik

∫ σ
0 γ(σ/)dσ/ (1.4.15)

Для дальнейшего упрощения задачи (тут требуется преобразо-
вать область координат, в которой ищем решение), сделаем следующие
подстановки:

ξ̃ = ξ + L
γ(L)

;V (ξ, σ) = Ṽ
(
ξ̃, σ

)
; Ṽ

(
ξ̃, σ

)
= e

ik σ
2

2ξ̃√
γ(L)
L

ξ̃
W̃

(
1

kξ̃
, σ
ξ̃

)
(1.4.16)

t̃ = 1

kξ̃
; ψ = σ

ξ̃
; t = t0 − t̃; W̃

(
t̃, ψ

)
= W (t, ψ); t0 =

γ(L)
kL
(1.4.17)

Таким образом, получаем следующую задачу:
2i∂W

∂t
+ ∂2W

∂ψ2 = 0, 0 < t < γ(L)
kL
, 0 < ψ < γ(L);

W (0, ψ) = u0

[
Lψ
γ(L)

]
e
ik

[∫ Lψ
γ(L)
0 γ(s)ds− L

2γ(L)
ψ2

]
;
(1.4.18)

Конечный результат:
u(ξ, s) = W (t,ψ)√

1+ ξ
L
γ(L)

eikP (ξ,s),

P (ξ, s) = [s+ξγ(s)]2

2[ξ+ L
γ(L) ]

−
∫ s
0
γ
(
s/
) [

1 + ξ

ρ(s/)

]
ds/;

(1.4.19)

Формулы перехода к новым координатам:
t = γ(L)ξ

kL[ξ+ L
γ(L) ]

; ψ = γ(L) s+ξγ(s)
L+ξγ(L)

(1.4.20)

1. Метод Кранка-Николсона численного решения параболического
уравнения.

Уравнение (1.4.18) можно решить как аналитически разложени-
ем в ряд Фурье, так и численно с помощью метода Кранка-Николсона.
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2. Разностная схема Кранка-Никольсона.

∂2w
∂ψ2 + 2∂w

∂t
i = 0 (1.5.1)

∂2w
∂ψ2

→wnj+1−2wnj +w
n
j−1

2∗dψ2 +
wn+1
j+1 −2wn+1

j +wn+1
j−1

2∗dψ2 (1.5.2)
∂w
∂t

→wn+1
j −wnj
dt

(1.5.3)
wnj+1−2wnj +w

n
j−1

2∗dψ2 +
wn+1
j+1 −2wn+1

j +wn+1
j−1

2∗dψ2 = −2i
wn+1
j −wnj
dt

(1.5.4)
Преобразуем это выражение к виду, удобному для использования

метода прогонки.
wn+1
j+1

dψ2 + 2wn+1
j

(
2i
dt
− 1

dψ2

)
+

wn+1
j−1

dψ2 = 4i
wnj
dt

− wnj+1−2wnj +w
n
j−1

dψ2 (1.5.5)
Удобный вид для использования метода прогонки будет выглядеть

так:
ajw

n+1
j+1 + bjw

n+1
j + cjw

n+1
j−1 = ρnj (1.5.6)

Также запишем теперь рекуррентное прогоночное соотношение:
wn+1
j = αjw

n+1
j+1 + βj; wn+1

j+1 =
wn+1
j −βj
αj

(1.5.7)

αj =
−aj

bj+cjαj−1
; βj =

ρnj −cjβj−1

bj+cjαj−1
(1.5.8)

Условие сходимости также соблюдается: |aj|+ |cj| < |bj| (1.5.9)
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3. Блок-схема реализации алгоритма метода прогонки.

Глава 2.
Расчёты на примере конкретных случаев.
2.1. Излучение с контура в виде дуги окружности.
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На дуге поле равно E0(φ), вне дуги равно нулю.

�E + k2E = 0;E(r = a, φ) =

{
E0(φ), |φ| < θ,

0, |φ| > θ ;
(2.1.1)

Пусть s – координата по контуру окружности, ξ – координата по
нормали к контуру тела. Возьмём тогда s=φ, ξ=r -a. Вводим новые ко-
ординаты:

t = ξγ(2θa)

2θak(ξ+a 2θ
γ(2θa))

; ψ = γ(2θa) aφ+ξγ(φa)
2aθ+ξγ(2θa)

; γ(φa) = φ (2.1.2)

Упрощаем:
t = 1

ka
ξ

ξ+a
; ξ = kta2

1−kta ; ψ = 2θ φ(ξ+a)
2θ(ξ+a)

= φ; 0 ≤ t < 1
ka
; −π ≤ φ ≤ π (2.1.3)

Рассматриваем поле Е в виде: E = u ∗ eikr. В новых координатах
уравнение Малюжинца приобретает вид: u(r, φ) = W (t,ψ)√

r/a
eikP (ξ,φ),

P (ξ, φ) = [aφ+ξγ(φ)]2

2[r+a]
−

∫ φ
0
γ
(
φ/

)
[a+ ξ]dφ/ = [aφ+ξφ]2

2[ξ+a]
− φ2

2
[a+ ξ] = 0

(2.1.4)

В случае ступенчатой функции следует вначале разложить в ряд
Фурье:

W (t, ψ) =
∑∞

n=−∞ Fn(t)e
iψn;u0[ψ] =

∑∞
n=−∞ Fn(0)e

iψn (2.1.5)
Fn(0) =

1
2π

∫ π
−π u0[ψ]e

−inψdψ = sin(nθ)
πn

e−ika (2.1.6)
Подставив ряд в уравнение, можно получить дифференциальные

уравнения для каждого члена ряда и решить их:
2iFn

/(t)−n2Fn(t) = 0; −⟩ Fn(t) = Fn(0)∗e−0.5in2t = sin(nθ)
πn

e−ikae−0.5in2t (2.1.7)
t = 1

ka
r−a
r

= 1
ka

− 1
kr
; u(r, φ) = 1√

r/a

∑∞
n=−∞

sin(nθ)
πn

e−ikae−0.5in2( 1
ka

− 1
kr )eiφn (2.1.8)

E(r, φ) = 1√
r/a

∑∞
n=−∞

sin(nθ)
πn

e−ikaeikre
−0.5in2( 1

ka
− 1
kr )eiφn (2.1.9)

E(r, φ) = 1√
r/a

∑∞
n=−∞

sin(nθ)
πn

e
ik(r−a)

(
1− 0.5n2

k2ar

)
eiφn (2.1.10)

Теперь запишем уравнение Гельмгольца в полярных координатах:
1
r
∂
∂r

(
r ∂E
∂r

)
+ 1

r2
∂2E
∂φ2 + k2E = 0 (2.1.11)

Разложим поле в ряд Фурье:
E(r, φ) =

∑∞
n=−∞An(r)e

inφ (2.1.12)
Подставив ряд в уравнение, можно получить дифференциальные

уравнения для каждого члена ряда:
A//

n +
1
r
A

/
n +

(
k2 − n2

r2

)
An = 0; An(r) = CnH

(1)
n (kr) (2.1.13)

Рассмотрим частный случай:
E0(φ) = 1, θ = θ0; (2.1.14)
Раскладываем в ряд Фурье:
E0(φ) = 1 =

∑∞
n=−∞ cne

inφ; cn = 1
2π

∫ π
−π E0(φ)e

−inφdφ (2.1.15)
cn = 1

2π

∫ θ
−θ 1 ∗ e

−inφdφ = sin(nθ)
πn

(2.1.16)
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С другой стороны:
E(r, φ) =

∑∞
n=−∞CnH

(1)
n (kr)einφ (2.1.17)

E0(φ) = 1 =
∑∞

n=−∞CnH
(1)
n (ka)einφ =

∑∞
n=−∞

sin(nθ)
πn

einφ (2.1.18)
CnH

(1)
n (ka) = sin(nθ)

πn
; Cn = sin(nθ)

πnH
(1)
n (ka)

(2.1.19)

E(r, φ) =
∑∞

n=−∞
sin(nθ0)

πnH
(1)
n (ka)

H
(1)
n (kr)einφ (2.1.20)

Итак, имеем два решения – точное и из уравнения Малюжинца: E(r, φ) = 1√
r/a

∑∞
n=−∞

sin(nθ)
πn

e
ik(r−a)

(
1− 0.5n2

k2ar

)
eiφn

E(r, φ) =
∑∞

n=−∞
sin(nθ0)

πnH
(1)
n (ka)

H
(1)
n (kr)einφ

(2.1.21)

Сравним асимптотикиДебая членов рядов точного решения с чле-
нами рядов решения параболического уравнения Малюжинца:

H
(1)
n (kr) ∼

√
2/π

((kr)2−n2)1/4
e−πi/4e

i
(√

(kr)2−n2−n∗arccos n
kr

)
= U ∗ ein(kr) (2.1.22)

n(kr) = −π
4
+kr ∗

(
1− n2

2(kr)2
− n4

8(kr)4

)
−n∗

(
π
2
− n

kr
− n3

6(kr)3

)
+o

(
n4

(kr)3

)
(2.1.23)

n(kr) =
(
−π

4
− πn

2
+ kr

)
+
(
n2

2kr

)
+
(

n4

12(kr)3

)
+ o

(
n4

(kr)3

)
(2.1.24)

Поправка к фазе, задаваемая первым членом, совпадает с поправ-
кой к фазе, которую даёт упрощённая асимптотика. Если взять два чле-
на суммы, то получим поправку, которая совпадёт с поправкой к фазе,
задаваемой членами ряда решения уравнения Малюжинца. При боль-
ших значениях n, сопоставимых по величине с kr, асимптотики, задава-
емые решением уравнения Малюжинца и асимптотикой Дебая точно-
го решения, будут различаться. Асимптотика Дебая справедлива при
n
kr
< 1 , решение уравнения Малюжинца даёт адекватный результат при

n = O
(
(kr)3/4

)
.

Построим графики.

�E + k2E = 0;E(r = a, φ) =

{
1, |φ| < π/2,

0, |φ| > π/2 ;
; ka = 1;E0 = 1; r (2.1.25)

E[r, ϕ] = E0

∣∣∣∣∑100
n=−100

Sin[n∗π
2
]∗HankelH1[n,ka∗( ra)]

π∗(n+0.00001)∗HankelH1[n,ka]
I∗n∗ϕ +

0.5∗HankelH1[0,ka∗( ra)]
HankelH1[0,ka]

∣∣∣∣
(2.1.26)
По горизонтальной оси отложен радиус в единицах a, по верти-

кальной – абсолютная величина E.
Для ϕ = 0, ±π/6,±π/3,±π/2,±2π/3,±5π/6,±π графики точного реше-

ния:
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4. Графики точного решения ka=1,θ=π/2.

E ((r/a), φ) = 1√
r/a

∑∞
n=−∞

sin(nθ)
πn

e
ik((r/a)−1)

(
1− 0.5n2

(ka)2( ra )
2

)
eiφn (2.1.27)
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5. Точное и приближённое решения с «лишними» гармониками, ka=1,θ=π/2,r=
πа.
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6. Точное и приближённое решения без «лишних» гармоник, ka=1,θ=π/2,r=
πа.
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7. Точное и приближённое решения, ka=1,θ=π/2,r=3πа
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8. Точное и приближённое решения без «лишних» гармоник, ka=1,θ=π/2,r=
3πа.
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9. Зависимость от угла при r=10πа (точное и приближённое, ka=1,θ=π/2)
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10. Точное и приближённое решения без «лишних» гармоник, ka=1,θ=π/2,r=
10πа.
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11. Зависимость от угла при r=100πа (точное и приближённое, ka=1,θ=π/2).
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12. Точное и приближённое решения без «лишних» гармоник, ka=1,θ=π/2,r=
10πа.

�E + k2E = 0;E(r = a, φ) =

{
1, |φ| < π/2,

0, |φ| > π/2 ;
; ka = 2π;E0 = 1; r (2.1.28)

E[r, ϕ] = E0

∣∣∣∣∑100
n=−100

Sin[n∗π
2
]∗HankelH1[n,ka∗( ra)]

π∗(n+0.00001)∗HankelH1[n,ka]
I∗n∗ϕ +

0.5∗HankelH1[0,ka∗( ra)]
HankelH1[0,ka]

∣∣∣∣
(2.1.29)
По горизонтальной оси отложен радиус в единицах a, по верти-

кальной – абсолютная величина E.
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13. Для φ = 0, ±π/6,±π/3,±π/2,±2π/3,±5π/6,±π графики точного реше-
ния.
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14. Зависимость от угла при r=3а (точное и приближённое, ka=2π,θ=π/2).
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15. Точное и приближённое решения без «лишних» гармоник, ka=2π,θ=π/2,r=
3а.

16



- 4 - 2 0 2 4
f , рад

0.1

0.2

0.3

0.4
E,Абсолютнаявеличина

16. Зависимость от угла при r=10а (точное и приближённое, ka=2π,θ=π/2).
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17. Точное и приближённое решения без «лишних» гармоник, ka=2π,θ=π/2,r=
10а.
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18. Зависимость от угла при r=100а (точное и приближённое, ka=2π,θ=π/2).
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19. Точное и приближённое решения без «лишних» гармоник, ka=2π,θ=π/2,r=
100а.

�E = −k2E;E(r = a, φ) =

{
1, |φ| < π/2,

0, |φ| > π/2 ;
ka = 10π;E0 = 1; r (2.1.30)

E[r, ϕ] = E0

∣∣∣∣∑100
n=−100

Sin[n∗π
2
]∗HankelH1[n,ka∗( ra)]

π∗(n+0.00001)∗HankelH1[n,ka]
I∗n∗ϕ +

0.5∗HankelH1[0,ka∗( ra)]
HankelH1[0,ka]

∣∣∣∣
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(2.1.31)
По горизонтальной оси отложен радиус в единицах a, по верти-

кальной – абсолютная величина E.
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20. Для ϕ = 0, ±π/6,±π/3,±π/2,±2π/3,±5π/6,±π графики точного реше-
ния.
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21. Зависимость от угла при r=3а (точное и приближённое, ka=10π,θ=π/2).

19



- 4 - 2 0 2 4
f , рад

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7
E,Абсолютнаявеличина

22. Точное и приближённое решения без «лишних» гармоник, ka=10π,θ=π/2,r=3a.
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23. Зависимость от угла при r=10а (точное и приближённое, ka=10π,θ=π/2).
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24. Точное и приближённое решения без «лишних» гармоник, ka=10π,θ=π/2,r=10a.
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25. Зависимость от угла при r=100а (точное и приближённое, ka=10π,θ=π/2).

21



- 4 - 2 0 2 4
f , рад

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

0.14
E,Абсолютнаявеличина

26. Точное и приближённое решения без «лишних» гармоник, ka=10π,θ=π/2,r=100a.

2.2. Излучение с контура в виде окружности.
�E + k2E = 0;E(r = a, φ) = E0(φ) = e−

2|φ|
π ; −π ≤ φ ≤ π (2.2.1)

Аналогично предыдущему случаю: E(r, φ) = 1√
r/a

∑∞
n=−∞ ne

ik(r−a)
(
1− 0.5n2

k2ar

)
eiφn,

E(r, φ) =
∑∞

n=−∞
n

H
(1)
n (ka)

H
(1)
n (kr)einφ;

(2.2.2)

cn = 1
2π

∫ π
−π e

−(inφ+ 2|φ|
π )dφ =

(
1−−(2+I∗π∗n)

(2+I∗π∗n) + 1−−(2−I∗π∗n)

(2−I∗π∗n)

)
1
2
(2.2.3)

По горизонтальной оси отложен радиус в единицах a, по верти-
кальной – абсолютная величина E.
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27. Для ϕ = 0, ±π/6,±π/3,±π/2,±2π/3,±5π/6,±π графики точного реше-
ния (ka=1).
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28. Зависимость от угла при r=3а (точное и приближённое, ka=1).
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29. Зависимость от угла при r=10а (точное и приближённое, ka=1).
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30. Зависимость от угла при r=100а (точное и приближённое, ka=1).

По горизонтальной оси отложен радиус в единицах a, по верти-
кальной – абсолютная величина E.
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31. Для ϕ = 0, ±π/6,±π/3,±π/2,±2π/3,±5π/6,±π графики точного реше-
ния (ka=2π).
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32. Зависимость от угла при r=3а (точное и приближённое, ka=2π).
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33. Зависимость от угла при r=10а (точное и приближённое, ka=2π).
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34. Зависимость от угла при r=100а (точное и приближённое, ka=2π).

Метод Малюжинца даёт лучшее совпадение с точным решением
для электрически крупных поверхностей и в дальней зоне. Чтобы улуч-
шить сходимость метода Малюжинца, можно применить сглаживание
функции краевого условия на сетке, обеспечив тем самым машинную
непрерывность производных и значений функции.

2.3. Излучение с контура в виде параболы.
Введём параметризацию в декартовой плоскости:
x(T ) = T 2; y(T ) = T (2.3.1)
Радиус кривизны будет равен:

ρ(T ) =
(1+4T 2)

3/2

2
(2.3.2)

Вводим координаты Малюжинца.
s(T ) =

∫ T
0

√
1 + 4T 2dT = T

√
1+4T 2

2
+ 1

4
ln

∣∣2T +
√
1 + 4T 2

∣∣ (2.3.3)
γ(s) =

∫ s
0

ds
ρ(s)

; g = (2ρ(T ))2/3 = 4T 2 + 1 (2.3.4)

s = (g[g−1])1/2

2
+ 1

4
ln

∣∣√g +√
g − 1

∣∣ ; ρ = g3/2

2
(2.3.5)

γ(s) =
∫ s
0

ds
ρ(s)

=
[
s = s(T ), T = T (s), ds =

√
1 + 4T 2dT

]
=

∫ T (s)
0

2dT
1+4T 2 (2.3.6)

γ(s) = arctg [2T (s)] (2.3.7)

P1(s) =
∫ s
0

γ(s/)
ρ(s/)

ds/ =
∫ T (s)
0

2arctg[2T(s/)]dT
1+4T(s/)

2 = 1
2
arctg2 [2T (s)] (2.3.8)

P2(s) =
∫ s
0
γ
(
s/
)
ds/ =

∫ 2T (s)

0
arctgx

√
1 + x2dx = J (2T (s)) (2.3.9)

J(x) =
∫ x
0
arctgx

√
1 + x2dx (2.3.10)

J(x) =
x(

√
1+x2)
2

+ arctgx
2
ln

[
x+

√
1 + x2

]
−
∫ x
0

xdx
2
√
1+x2

−1
2
J1(x) (2.3.11)
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J1(x) =
∫ x
0

ln(x+
√
1+x2)

1+x2
;
∫ x
0

xdx
2
√
1+x2

= 1
2

√
1 + x2 (2.3.12)

Последовательно делаем замены переменных в интеграле J1: x=tgφ,
φ=2arctgz, q=(1+z)/(1-z), потом берём по частям и сводим к спецфунк-
циям.

Проделав вычисления, можно получить:
J1(x) =

1
2

(
1−

√
1 + x2 + arctgx ln

∣∣x+√
1 + x2

∣∣+ (
x
√
1 + x2

)
arctgx

)
−ln

∣∣x+√
1 + x2

∣∣ arctg (x+√
1 + x2

)
+

iχ2(i)− iχ2

(
i
[
x+

√
1 + x2

])
(2.3.13)

χn(x) –Хи-функция Лежандра.
iχ2(i) ≈ 0.915965594 – постоянная Каталана.
Таким образом, получаем следующую задачу:

2i∂W
∂t

+ ∂2W
∂ψ2 = 0, −γ(L)

kL
< t < γ(L)

kL
, −γ(L) < ψ < γ(L);

W (0, ψ) = u0

[
Lψ
γ(L)

]
e
ik

[∫ Lψ
γ(L)
0 γ(s)ds− L

2γ(L)
ψ2

]
;
(2.3.14)

Конечный результат: u(ξ, s) = W (t,ψ)√
1+ ξ

L
γ(L)

eikP (ξ,s),

P (ξ, s) = [s+ξγ(s)]2

2[ξ+ L
γ(L) ]

− P2(s)− ξP1(s);
(2.3.15)

Формулы перехода к новым координатам:
t = γ(L)ξ

kL[ξ+ L
γ(L) ]

; ψ = γ(L) s+ξγ(s)
L+ξγ(L)

(2.3.16)

Рассмотрим теперь частный случай с помощью метода Кранка-
Николсона. �E + k2E = 0;E(0, s) = E0(s) = e−α•s

2 (2.3.17)
При переходе от одной полубесконечной ветки к другой касатель-

ный вектор поворачивается на 2π, следовательно γ(L)=π при L->∞, -
L<s<L.

γ(s) =
∫ s
0

ds
ρ(s)

= arctg (2T [s]) (2.3.18)

γ(L) = π; t = ξπ

kL[ξ+L
π ]
; ψ = π s+ξarctg(2T [s])

L+ξπ
(2.3.19) 2i∂W

∂t
+ ∂2W

∂ψ2 = 0, 0 < t < π
kL
, −π < ψ < π;

W (0, ψ) = u0
[
Lψ
π

]
e
ik

[∫ Lψ
π

0 γ(s)ds− L
2π
ψ2

]
;
(2.3.20)

По высоте откладываем амплитуду поля, по оси абсцисс – s, по оси
ординат – ξ.
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35. α=0.25, k=2π, y=a*x2, a=1.

36. α=0.25, k=1, y=a*x2, a=1.
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37. α=0.25, k=10π, y=a*x2, a=1.

38. α=1, k=π, y=a*x2, a=1.
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39. α=1, k=1, y=a*x2, a=1.

40. α=0.5, k=1, y=a*x2, a=1.
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41. α=0.5, k= π, y=a*x2, a=1.

Глава 3.
Заключение.
Проведённое исследование продемонстрировало возможность успеш-

ного использования параболического уравнения Малюжинца для зада-
чи дифракции. Сравнительный анализ решений точного и параболиче-
ского уравнений показал, что данное приближение хорошо описывает
поле как в ближней, так и в дальней зоне, что даёт возможность успеш-
но использовать его для расчётов излучения.
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