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Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íà òåñòîâîé
çàäà÷å îêðóæíîñòè

Ñõåìà Êðàíêà�Íèêîëñîíà (PE) vs. ÌÊÝ P1 vs. Ïñåâäîñïåêòðàëüíûé
ìåòîä

Öåëü äîêóìåíòà. Ñðàâíèâàþòñÿ òðè ÷èñëåííûõ ìåòîäà íà ìîäåëüíîé çàäà÷å
ñ èçâåñòíûì òî÷íûì ðåøåíèåì: óðàâíåíèå øð¼äèíãåðîâñêîãî òèïà, âîçíèêà-
þùåå èç ìåòîäà ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (PE) íà îêðóæíîñòè ïîñòîÿííîé
êðèâèçíû. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñõåìà Êðàíêà�Íèêîëñîíà (ìàðøåâàÿ PE-ñõåìà),
ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) ñ ëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè P1 è ïñåâäîñïåê-
òðàëüíûé ìåòîä (òî÷íîå èíòåãðèðîâàíèå ÷åðåç FFT). Âñå òðè ìåòîäà ïðèìå-
íÿþòñÿ ê îäíîé çàäà÷å ñ ïàðàìåòðàìè èç âåðèôèêàöèîííîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïî
ðåçóëüòàòàì âûÿñíÿåòñÿ, êàêîé ìåòîä íàèáîëåå òî÷åí è ýôôåêòèâåí, è îáúÿñ-
íÿåòñÿ ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîëó÷åííûõ ðàçëè÷èé.

1. Ïîñòàíîâêà ìîäåëüíîé çàäà÷è

Äëÿ îêðóæíîñòè ðàäèóñà a ñ ïîñòîÿííîé êðèâèçíîé ρ(s) ≡ a ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå äëÿ îãèáàþùåé ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ øð¼äèíãåðîâñêîãî òèïà ïî óãëîâîé
ïåðåìåííîé ψ ∈ [0, 2π):

Ìîäåëüíîå óðàâíåíèå íà îêðóæíîñòè

∂W

∂t
=
i

2

∂2W

∂ψ2
, ψ ∈ [0, 2π), t ≥ 0, (1)

ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè W (0, t) = W (2π, t) è íà÷àëüíûì
óñëîâèåì:

W (ψ, 0) = e3iψ + 0,3 e11iψ. (2)

Íà÷àëüíîå óñëîâèå ñîäåðæèò ðîâíî äâå ôóðüå-ìîäû (m = 3 è m = 11), ïîýòî-
ìó òî÷íîå ðåøåíèå èçâåñòíî àíàëèòè÷åñêè. Ïîäñòàâëÿÿ W = Ŵm(t) e

imψ â (1),

ïîëó÷àåì
˙̂
Wm = − im2

2
Ŵm, îòêóäà:

Òî÷íîå ðåøåíèå

W (ψ, t) = exp

(
3iψ − 9it

2

)
+ 0,3 exp

(
11iψ − 121it

2

)
. (3)

Êàæäàÿ ìîäà m ýâîëþöèîíèðóåò êàê Ŵm(t) = Ŵm(0) e
−im2t/2.
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Òî÷íîñòü êàæäîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà èçìåðÿåòñÿ îòíîñèòåëüíîé L2-îøèáêîé â
ìîìåíò T = 1/(ka) = 0,025 (ïðè k = 40, a = 1):

εL2 =

(
N−1∑
j=0

∣∣Wj −Wj

∣∣2)1/2

(
N−1∑
j=0

∣∣Wj

∣∣2)1/2
. (4)

2. Òðè ÷èñëåííûõ ìåòîäà

2.1. Ìåòîä 1: ñõåìà Êðàíêà�Íèêîëñîíà (ìàðøåâàÿ PE-ñõåìà)

Ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè â (1) äèñêðåòèçèðóåòñÿ ïî ñõåìå Êðàíêà�Íèêîëñîíà âòî-
ðîãî ïîðÿäêà. Íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ψj = j∆ψ, ∆ψ = 2π/N , ñ øàãîì ∆t = T/Nt:

W n+1
j −W n

j

∆t
=
i

4

[
W n+1
j+1 − 2W n+1

j +W n+1
j−1

(∆ψ)2
+
W n
j+1 − 2W n

j +W n
j−1

(∆ψ)2

]
. (5)

Îáîçíà÷èì α = i∆t/(4∆ψ2). Ñõåìà ïðèíèìàåò ìàòðè÷íûé âèä:

AWn+1 = BWn, (6)

ãäå A è B � öèðêóëÿíòíûå òð¼õäèàãîíàëüíûå ìàòðèöû ñ ïåðâûìè ñòðîêàìè:

A : [1 + 2α, −α, 0, . . . , 0, −α], (7)

B : [1− 2α, +α, 0, . . . , 0, +α]. (8)

Ïîñêîëüêó A ÿâëÿåòñÿ öèðêóëÿíòíîé ìàòðèöåé, îíà äèàãîíàëèçèðóåòñÿ ìàòðèöåé
ÄÏÔ: A = F−1diag(â)F. Êàæäûé âðåìåííîé øàã òðåáóåò äâóõ FFT:

Wn+1 = IFFT

(
FFT(BWn)

â

)
, (9)

÷òî äà¼ò ñëîæíîñòü O(N logN) íà øàã è O(NtN logN) ñóììàðíî.

Óñòîé÷èâîñòü. Ìíîæèòåëè óñèëåíèÿ äëÿ âñåõ ìîä Ôóðüå èìåþò ìîäóëü 1: ñõåìà
íåéòðàëüíî óñòîé÷èâà, ∥Wn∥2 = const.

Îøèáêà äèñêðåòèçàöèè: e = O((∆ψ)2 +∆t2) .

2.2. Ìåòîä 2: ÌÊÝ P1 (ìåòîä Ãàë¼ðêèíà)

Ìåòîä Ãàë¼ðêèíà ñ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè ϕj íà ðàâíîìåðíîé
ñåòêå çàìåíÿåò (1) ñèñòåìîé:

MẆ = − i

2
KW, (10)
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ãäå ìàòðèöà ìàññM è ìàòðèöà æ¼ñòêîñòèK òàêæå ÿâëÿþòñÿ öèðêóëÿíòíûìè
ñ ïåðâûìè ñòðîêàìè (h = ∆ψ):

M :
h

6
[4, 1, 0, . . . , 0, 1], (11)

K :
1

h
[2, −1, 0, . . . , 0, −1]. (12)

Ïðèìåíÿÿ ñõåìó Êðàíêà�Íèêîëñîíà ê (10):(
M+

i∆t

4
K

)
Wn+1 =

(
M− i∆t

4
K

)
Wn. (13)

Îáå ìàòðèöû öèðêóëÿíòíû è ðåøàþòñÿ ÷åðåç FFT ñ òîé æå ñëîæíîñòüþO(N logN)
íà øàã.

Îòëè÷èå îò ìåòîäà 1. ÌÊÝ ââîäèò ñîãëàñîâàííóþ ìàòðèöó ìàññ: ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå M−1K äëÿ ìîäû m ðàâíî λ̃m = 6(1−cosm∆ψ)

(2+cosm∆ψ) (∆ψ)2
. Ðàçëîæåíèå â ðÿä

äà¼ò: λ̃m = m2 + m4(∆ψ)2

12
+ O((∆ψ)4). Ïîïðàâî÷íûé ÷ëåí âòîðîãî ïîðÿäêà óâå-

ëè÷èâàåò êîíñòàíòó îøèáêè ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñòîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìîé
Êðàíêà�Íèêîëñîíà, îäíàêî ïðè N → ∞ îáà ìåòîäà ñõîäÿòñÿ ê îäíîìó ïðåäåëó.

2.3. Ìåòîä 3: ïñåâäîñïåêòðàëüíûé (òî÷íîå èíòåãðèðîâàíèå)

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå ëèíåéíî, ïåðèîäè÷íî è èìååò ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû,
òî÷íàÿ ýâîëþöèÿ â ïðîñòðàíñòâå Ôóðüå çàïèñûâàåòñÿ êàê:

Ŵm(T ) = Ŵm(0) e
−im2T/2, m ∈ Z. (14)

×èñëåííî ýòî òðåáóåò îäíîãî ïðÿìîãî FFT, ïîýëåìåíòíîãî óìíîæåíèÿ è îáðàòíîãî
FFT � ñóììàðíàÿ ñëîæíîñòü O(N logN) íåçàâèñèìî îò T .

Îøèáêà ìåòîäà ñïåêòðàëüíàÿ: äëÿ ãëàäêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ äàííûõ ε ∼ O(e−cN)
� ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñõîäèìîñòü, îãðàíè÷åííàÿ ëèøü ìàøèííîé òî÷íîñòüþ.

Ïî÷åìó íåëüçÿ âñåãäà èñïîëüçîâàòü ïñåâäîñïåêòðàëüíûé ìåòîä? Ìå-
òîä 3 òî÷åí òîëüêî äëÿ çàäà÷ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïåðèîäè-

÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãëàäêîãî êîíòóðà (ïàðà-
áîëà, ãèïåðáîëà, îáùàÿ êðèâàÿ) êðèâèçíà ρ(s) ïåðåìåííà, ìàòðèöà ñèñòåìû
ïåðåñòà¼ò áûòü öèðêóëÿíòíîé, è äèàãîíàëèçàöèÿ ÷åðåç FFT íåâîçìîæíà. Â
ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíèìû òîëüêî ìåòîäû 1 è 2.

3. Ïàðàìåòðû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà

Ïàðàìåòð Îáîçíà÷åíèå Çíà÷åíèå

Ðàäèóñ îêðóæíîñòè a 1
Âîëíîâîå ÷èñëî k 40
Êîíå÷íîå âðåìÿ T 1/(ka) = 0,025
×èñëî âðåìåííûõ øàãîâ Nt 4000
×èñëî óçëîâ ïî ψ N 128, 256, 512, 1024
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4. Ðåçóëüòàòû

4.1. Òàáëèöà îøèáîê

Òàáëèöà 1: Îòíîñèòåëüíàÿ L2-îøèáêà ïðè T = 0,025, Nt = 4000.

N ÊÍ (PE) ÌÊÝ P1 Ïñåâäîñïåêòðàëüíûé

128 1,0459× 10−2 1,0660× 10−2 1,80× 10−15

256 2,6339× 10−3 2,6467× 10−3 1,80× 10−15

512 6,5969× 10−4 6,6048× 10−4 1,74× 10−15

1024 1,6500× 10−4 1,6504× 10−4 1,79× 10−15

Òàáëèöà 2: Íàáëþäàåìûé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè p (èç ñîîòíîøåíèÿ εN/ε2N ≈ 2p).

Ïåðåõîä N → 2N Ïîðÿäîê ÊÍ Ïîðÿäîê ÌÊÝ

128 → 256 1,989 2,010
256 → 512 1,997 2,003
512 → 1024 1,999 2,001

Îáà ìåòîäà � ÊÍ è ÌÊÝ � ñõîäÿòñÿ ñ ïîðÿäêîì p ≈ 2,000, ÷òî ïîäòâåðæäàåò
òåîðåòè÷åñêóþ îöåíêó e = O((∆ψ)2). Îøèáêà ïñåâäîñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà íàõî-
äèòñÿ íà óðîâíå ìàøèííîé òî÷íîñòè (∼ 10−15) ïðè ëþáîì N .
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4.2. Ãðàôèêè
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Figure 1  Convergence Comparison
Crank Nicolson (PE) vs FEM P1 vs Pseudospectral

Crank Nicolson (PE)
FEM P1 (Galerkin)
Pseudospectral (reference)
O(N 2) slope

Ðèñ. 1: Ñõîäèìîñòü âñåõ òð¼õ ìåòîäîâ. Êðèâûå ÊÍ è ÌÊÝ ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäà-
þò è ñëåäóþò ýòàëîííîé ïðÿìîé O(N−2) (ïóíêòèð). Ïñåâäîñïåêòðàëüíûé ìåòîä
íàõîäèòñÿ íà óðîâíå ìàøèííîé òî÷íîñòè (∼ 10−15) è íå âèäíà íà äàííîì ìàñøòà-
áå.
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Figure 2  Computational Efficiency
Error vs Runtime for All Three Methods

Crank Nicolson (PE)
FEM P1 (Galerkin)
Pseudospectral (reference)

Ðèñ. 2: Äèàãðàììà ýôôåêòèâíîñòè: îøèáêà â çàâèñèìîñòè îò ïðîöåññîðíîãî âðå-
ìåíè. Êàæäàÿ òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó çàïóñêó ïðè çàäàííîì N . Êðèâûå ÊÍ
è ÌÊÝ ñíîâà ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Ïñåâäîñïåêòðàëüíûé ìåòîä (ëåâûé íèæ-
íèé óãîë) äîñòèãàåò òî÷íîñòè 10−15 ìåíåå ÷åì çà 10−4 ñ � íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ
áûñòðåå ÊÍ/ÌÊÝ äëÿ äàííîé êîíêðåòíîé çàäà÷è.
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Figure 3  Method Comparison on Circle Test Case

Ðèñ. 3: Ñëåâà: ñõîäèìîñòü ÊÍ è ÌÊÝ (ïñåâäîñïåêòðàëüíûé íå ïîêàçàí). Ýòà-
ëîííàÿ ïðÿìàÿ O(N−2) èçîáðàæåíà ïóíêòèðîì. Ñïðàâà: îòíîøåíèå εÌÊÝ/εÊÍ ïðè
êàæäîì N . Îòíîøåíèå ñòðåìèòñÿ ê 1,000 ñ ðîñòîì N , ïîäòâåðæäàÿ, ÷òî àñèìïòî-
òè÷åñêèå êîíñòàíòû îøèáîê ñîâïàäàþò.

6



Ìåòîä ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ

CN (PE) FEM P1 Pseudospectral

10 14

10 12

10 10

10 8

10 6

10 4

L2

1.65e-04 1.65e-04

1.79e-15

Error

CN (PE) FEM P1 Pseudospectral

10 4

10 3

10 2

10 1

R
un

tim
e 

(s
)

0.2757s 0.2304s

0.0001s

Runtime

Figure 4  Summary at N = 1024, Nt = 4000

Ðèñ. 4: Ñâîäêà ïðè N = 1024, Nt = 4000. Ñëåâà: ñòîëá÷àòàÿ äèàãðàììà îøèáîê
(ëîãàðèôìè÷åñêàÿ øêàëà). ÊÍ è ÌÊÝ ïî÷òè ðàâíû; ïñåâäîñïåêòðàëüíûé òî÷íåå
íà 9 ïîðÿäêîâ. Ñïðàâà: ñòîëá÷àòàÿ äèàãðàììà âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ. ÊÍ è ÌÊÝ
òðåáóþò ∼ 0,25 ñ; ïñåâäîñïåêòðàëüíûé � ∼ 0,0001 ñ.

5. Àíàëèç è ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

5.1. Ïî÷åìó ÊÍ è ÌÊÝ äàþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê

Îáà ìåòîäà èìåþò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî ∆ψ. Ðàçëè÷èå ñîñòîèò ëèøü â
êîíñòàíòå îøèáêè. Äëÿ ñõåìû ÊÍ:

ε ≈ C (∆ψ)2, C =
T

12

∑
m

m4|Ŵm(0)|2. (15)

Äëÿ ÌÊÝ P1 ñ ñîãëàñîâàííîé ìàòðèöåé ìàññ äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ

ìîäû m èìååò âèä: λ̃m = m2 + m4(∆ψ)2

12
+O((∆ψ)4), ÷òî äà¼ò ñëåãêà óâåëè÷åííóþ

êîíñòàíòó C ≥ C.

Ïðè N = 1024 îòíîøåíèå εÌÊÝ/εÊÍ = 1,000: äëÿ ãëàäêîãî äâóõìîäîâîãî íà÷àëü-
íîãî óñëîâèÿ ðàçíèöà êîíñòàíò ÷èñëåííî íåñóùåñòâåííà. Îíà ïðîÿâèòñÿ ïðè áîëåå
ñëîæíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ñ áîëüøèì ÷èñëîì âûñîêèõ ìîä.

5.2. Ïî÷åìó ïñåâäîñïåêòðàëüíûé ìåòîä íà ìíîãî ïîðÿäêîâ òî÷íåå

Ïñåâäîñïåêòðàëüíûé ìåòîä òî÷åí ïîòîìó, ÷òî íà÷àëüíîå óñëîâèå (2) ñîäåðæèò
ðîâíî äâå íåíóëåâûå ôóðüå-ìîäû. Íèêàêîãî ïðèáëèæåíèÿ íå òðåáóåòñÿ: FFT
ðàçðåøàåò èõ òî÷íî ïðè ëþáîì N ≥ 24 (óñëîâèå Íàéêâèñòà: N > 2 × 11 = 22).
Îñòàòî÷íàÿ îøèáêà ∼ 10−15 îáóñëîâëåíà èñêëþ÷èòåëüíî àðèôìåòèêîé ñ ïëàâàþ-
ùåé çàïÿòîé.

Äëÿ îáùåãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ñ áîëüøèì ÷èñëîì ìîä èëè äëÿ íåïåðèîäè÷åñêîé
çàäà÷è ýòî ïðåèìóùåñòâî èñ÷åçàåò.
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5.3. ×òî ìåíÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíòóðà (ïàðàáîëà, ãèïåðáîëà)

Íà ïðîèçâîëüíîì ãëàäêîì êîíòóðå êðèâèçíà ρ(s) ïåðåìåííà. Ìàòðèöà êîýôôèöè-
åíòîâ PE-ñõåìû ïåðåñòà¼ò áûòü öèðêóëÿíòíîé:

Aj,j = 1 + 2αj, Aj,j±1 = −αj, αj =
i∆t

4(∆sj)2

(
ρ(sj)

ρ(sj) + ξ

)2

. (16)

Â ýòîì ñëó÷àå:

� Ïñåâäîñïåêòðàëüíûé ìåòîä íåïðèìåíèì (äèàãîíàëèçàöèÿ ÷åðåç FFT íåâîç-
ìîæíà).

� ÌÊÝ è ÊÍ ïðèìåíèìû ñ àëãîðèòìîì ïðîãîíêè Òîìàñà äëÿ òð¼õäèàãîíàëüíûõ
ñèñòåì: O(N) íà øàã.

� Ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè îñòà¼òñÿ O((∆s)2) äëÿ îáîèõ.

� Êîíñòàíòû îøèáîê òåïåðü çàâèñÿò îò ρ(s) è ìîãóò ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àòüñÿ
äëÿ ÊÍ è ÌÊÝ ïðè ïåðåìåííîé êðèâèçíå.

Èìåííî ýòî ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé ìîòèâàöèåé äëÿ ðàñøèðåíèÿ PE-ìåòîäà íà ïðî-
èçâîëüíûå ãëàäêèå êîíòóðû.

6. Âûâîäû

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ.

1. ÊÍ è ÌÊÝ P1 ñõîäÿòñÿ ñ îäèíàêîâûì ïîðÿäêîì p ≈ 2,000 íà
òåñòîâîé çàäà÷å îêðóæíîñòè. Êîíñòàíòû îøèáîê ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò
äëÿ ãëàäêîãî äâóõìîäîâîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ: εÌÊÝ/εÊÍ → 1,000 ïðè
N → ∞.

2. Ïñåâäîñïåêòðàëüíûé ìåòîä äà¼ò ìàøèííóþ òî÷íîñòü (∼ 10−15) çà
ìèêðîñåêóíäû � íî òîëüêî ïîòîìó, ÷òî çàäà÷à èìååò ïåðèîäè÷åñêèå ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ è ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîíòóðîâ
îí íåïðèìåíèì.

3. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîíòóðîâ (ïàðàáîëà, ãèïåðáîëà, îáùàÿ êðèâàÿ) ÊÍ
è ÌÊÝ ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè ðàáî÷èìè ìåòîäàìè. Îáà èñïîëüçóþò àëãî-
ðèòì Òîìàñà äëÿ íåöèðêóëÿíòíûõ òð¼õäèàãîíàëüíûõ ñèñòåì: O(N) îïåðà-
öèé íà øàã.

4. Òåñò îêðóæíîñòè ïîäòâåðæäàåò êîððåêòíîñòü ÷èñëåííîãî ÿäðà:
âòîðîé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè óñòàíîâëåí, à öèêëè÷åñêèé òð¼õäèàãîíàëüíûé
ðåøàòåëü ïîêàçàë ýêâèâàëåíòíîñòü FFT-äèàãîíàëèçàöèè äî ìàøèííîé òî÷-
íîñòè.

5. Ñëåäóþùèé øàã: ïðèìåíèòü ÊÍ è ÌÊÝ ê ïàðàáîëå è ãèïåðáîëå, ãäå
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå òàêæå èçâåñòíî, à êðèâèçíà ïåðåìåííà. Ýòî ïîçâî-
ëèò âûÿñíèòü, ñòàíîâèòñÿ ëè ðàçíèöà êîíñòàíò îøèáîê ìåæäó ÊÍ è ÌÊÝ
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ñóùåñòâåííîé ïðè íåïîñòîÿííîé êðèâèçíå.
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